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Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ à è b ýòà ôóíêöèÿ

� âûïóêëà âíèç?

� âûïóêëà ââåðõ?

� íå èìååò ïîñòîÿííîãî çíàêà âûïóêëîñòè?

IV. Ïðîñòðàíñòâî áëàã

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â íàøåì ó÷åáíèêå
ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ äâóõ ïðîäóêòîâ. Â êà÷åñòâå óäîáíîãî ñðåä-
ñòâà, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùåãî èõ àíàëèç, èñïîëüçîâàëèñü ãðàôè÷åñ-
êèå ïîñòðîåíèÿ, â êîòîðûõ íàáîð, âêëþ÷àþùèé äâà ïðîäóêòà â êîëè-
÷åñòâàõ x

1
, è x

2
 èçîáðàæàëñÿ òî÷êîé íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè

êîîðäèíàòàìè (x
1
, x

2
). Ïåðåâîä òåîðåòè÷åñêèõ ïîíÿòèé íà ãåîìåòðè-

÷åñêèé ÿçûê äåëàë ñâîéñòâà îáñóæäàåìûõ ÿâëåíèé âåñüìà íàãëÿäíû-
ìè è ïðè ýòîì íå ïðèâîäèë ê ïîòåðå ñòðîãîñòè: âñå ãåîìåòðè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ (ïðÿìûå, êðèâûå, óãëû íàêëîíà è ò. ï.) èìåëè òî÷íî îïðåäåëåí-
íûå àíàëèòè÷åñêèå ýêâèâàëåíòû � óðàâíåíèÿ, ïðîèçâîäíûå, ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïàðàìåòðàìè è ò. ä. Ïîýòîìó òàêèå ïîñòðîåíèÿ øèðîêî èñïîëüçó-
þòñÿ è â ó÷åáíèêàõ ïî ýêîíîìèêå, è â íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ.

Îäíàêî ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ áûëè ñòðîãèìè è òî÷-
íûìè ëèøü äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïåðå÷åíü ïîòðåáëÿåìûõ áëàã âêëþ-
÷àë âñåãî äâà íàèìåíîâàíèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ÷èñëî áëàã,
êîòîðûìè ïîëüçóþòñÿ ëþäè, çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Âûâîäû, ïîëó-
÷åííûå ãåîìåòðè÷åñêèì ïóòåì, ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàäàþùèìè äîñ-
òàòî÷íîé îáùíîñòüþ, åñëè èõ óäàñòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àè
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà áëàã.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïðèñâîèëè âñåì ìûñëèìûì áëàãàì
íîìåðà i = 1,2,..., n, è x

i
 îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî i-òîãî áëàãà. Òîãäà

íàáîð áëàã Õ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí n ÷èñëàìè, ðàñïîëîæåííûìè
â ïîðÿäêå íîìåðîâ áëàã:

( )X x x xn= 1 2, ,..., .                        (1)
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Ïîä n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì áëàã áóäåì ïîíèìàòü ìíîæå-
ñòâî ÷èñëîâûõ íàáîðîâ âèäà (1). Êàæäûé òàêîé íàáîð ÷èñåë áóäåì
íàçûâàòü òî÷êîé (ýëåìåíòîì) ïðîñòðàíñòâà, èëè âåêòîðîì, à ÷èñ-
ëà x

i
 � åå êîîðäèíàòàìè, èëè êîìïîíåíòàìè.

Ðàññìàòðèâàÿ íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî áëàã, ìû áóäåì ñ÷èòàòü
÷èñëî êîìïîíåíò n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà � ôèêñèðîâàííûì;
áîëåå òîãî, íà êàæäîì ìåñòå â íàáîðå (1) äîëæíî ñòîÿòü êîëè÷åñòâî
áëàãà îïðåäåëåííîãî âèäà. Åñëè äàííûé ïîòðåáèòåëü íå èñïîëüçóåò
êàêîå-íèáóäü, ñêàæåì, k-òîe áëàãî, òî áóäåì ñ÷èòàòü x

k
 = 0.

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü òî÷êè ïðîñòðàíñòâà áëàã áîëüøèìè
ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à èõ êîîðäèíàòû � ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìàëåíüêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè � íîìåðàìè êîîðäèíàò. Íàì
íå ïðèäåòñÿ êàæäûé ðàç ïîÿñíÿòü, ÷òî, íàïðèìåð, z

2
 � ýòî

âòîðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè Z.
Òî÷êè X è Y áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè è çàïèñûâàòü Õ = Y â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîâïàäàþò âñå èõ êîîðäèíàòû: x
i
 = y

i
.

Åñëè æå òî÷êè «îäèíàêîâû» â êàêîì-òî îòíîøåíèè (ñêàæåì, ðàâ-
íîöåííû ïî ïîòðåáèòåëüñêèì ïðåäïî÷òåíèÿì), íî èìåþò íåîäèíàêî-
âûå êîîðäèíàòû, ìû áóäåì èõ ñ÷èòàòü íåðàâíûìè äðóã äðóãó.

Ðåàëüíûå íàáîðû áëàã, ðàçóìååòñÿ, íå ìîãóò èìåòü îòðèöàòåëü-
íûõ êîîðäèíàò. Òåì íå ìåíåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàí-
ñòâà, òî÷êè êîòîðûõ ìîãóò èìåòü êîîðäèíàòû ëþáûõ çíàêîâ, ÷òîáû
â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íàøëîñü ìåñòî íå òîëüêî äëÿ ðåàëüíûõ íà-
áîðîâ, íî è äëÿ ïðèðàùåíèé, îòêëîíåíèé, «øàãîâ» è ò. ä., à òàêæå
äëÿ íåêîòîðûõ óñëîâíûõ íàáîðîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ðàç-
ëè÷íûõ ìûñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ÷ðåçâû÷àéíî ïîõîæóþ íà òå, ñ êîòîðûõ íà÷èíà-
åòñÿ èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè. Íåêèé ãðàæäàíèí ïðèîáðåë íàáîð ïðîäóêòîâ
X, à åãî æåíà � íàáîð Y. Ñïðàøèâàåòñÿ, ñêîëüêî îíè êóïèëè âìåñòå?

Òî, ÷òî îíè ïðèîáðåëè âìåñòå � íàáîð ïðîäóêòîâ Z � åñòåñòâåí-
íî ñ÷èòàòü ñóììîé Z = X + Y. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà z

i
 åñòü

ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò x
i
 è y

i
:

z
i
 = x

i 
+ y

i
,  i = l,2,...,n.                    (2)

Ðàâåíñòâî (2), ñîîòâåòñòâóþùåå ñîäåðæàòåëüíîìó ñìûñëó «ñëîæå-
íèÿ» íàáîðîâ, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ñóì-
ìû òî÷åê ïðîñòðàíñòâà áëàã. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì
îáðàçîì îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îáëàäàåò îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè

X + Y = Y + X;  (X + Y) + Z = X + (Y + Z),

÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñóììû âèäà Õ + Y +... + W, íå
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çàáîòÿñü íè î ïîðÿäêå ñëàãàåìûõ, íè î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîë-
íåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Â ïðîñòðàíñòâàõ äâóõ è òðåõ èçìåðåíèé ñëîæåíèå ìîæíî îïðå-
äåëèòü ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêè � ñ ïîìîùüþ «ïðàâèëà ïàðàëëåëîã-
ðàììà» (ðèñ. 1,à) èëè «ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà» (ðèñ. 1,á). Òàêîå
ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ (2). Ïðàâèëî
«ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà» óäîáíåå â òîì îòíîøåíèè, ÷òî ìîæåò
áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ (ðèñ. 1,â).

Îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îáðàòíóþ ïî îòíî-
øåíèþ ê ñëîæåíèþ. Áóäåì íàçûâàòü òî÷êó Z ðàçíîñòüþ òî÷åê Õ
è Y è îáîçíà÷àòü Z = Õ � Y, åñëè Z + Y = X. Ïðè ýòîì

z
i
 = x

i  
� y

i
,   i= 1,2. ...,n.                    (3)

Îñîáóþ ðîëü â íàøåì ïðîñòðàíñòâå èãðàåò íóëåâîé ýëåìåíò O =
= (0,0,...,0) � «íà÷àëî êîîðäèíàò». Äëÿ ëþáîãî Õ ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà Õ + O = Õ,  Õ � Õ = O.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Õ ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò,
êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü �X; ìû ìîæåì îïðåäåëèòü åãî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: � Õ = O � Õ. ×òîáû ïåðåéòè îò òî÷êè Õ ê òî÷êå �
X, íóæíî çíàêè âñåõ åå êîìïîíåíò èçìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
Òî÷êà �X ñèììåòðè÷íà òî÷êå Õ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò Î.

Ñëåäóþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå ýëåìåíòà
ïðîñòðàíñòâà íà ÷èñëî. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà à îïðåäå-
ëèì ïðîèçâåäåíèå αX Y=  êàê òàêóþ òî÷êó, äëÿ êîòîðîé

y x i ni i= =α , , ,..., .12                       (4)

Â ïðîñòðàíñòâàõ äâóõ è òðåõ èçìåðåíèé ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà
íà ÷èñëî ìîæíî äàòü ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå (ðèñ. 2).

Ðèñ. 1. Ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàì-
ìà (à); ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà äëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ (á); ïðàâèëî
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ (â).
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Ñîåäèíèì íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó Õ ïðÿìîé è îòëîæèì íà íåé
îòðåçîê äëèíîé |ÎY| = |a | |ÎÕ| â íàïðàâëåíèè X, åñëè a > 0, èëè â
ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, åñëè a < 0.

Ñîâåòóåì âàì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ââåäåííûå
íàìè îïåðàöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à)  ( )α α αX Y X Y+ = + ; ä) 1X = Õ;

á)  ( )α β α β+ = +X X X; å) (�1)Õ = �Õ;

â)  ( ) ( )α β αβX X= ; æ) åñëè m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

ã)  0Õ = O;    òî mÕ = X X X
m àç

+ + +... .
ð

1 24 4 34 4

Åñëè â «îáû÷íîì» ïðîñòðàíñòâå ê êàêèì-ëèáî òî÷êàì X, Y, Z ïðèáà-
âèòü îäíó è òó æå òî÷êó Ñ, òî òî÷êè ′X = Õ + Ñ, ′ = +Y Y C, ′ = +Z Z C
ñîõðàíÿò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå èñõîäíûõ òî÷åê X, Y, Z è ëèøü ïåðåìå-
ñòÿòñÿ â íàïðàâëåíèè îòðåçêà ÎÑ íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äëèíå ýòîãî
îòðåçêà (ðèñ. 3). Òàêèì îáðàçîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (ôèãóðû): ïåðåíîñ � ýòî ïðè-
áàâëåíèå êî âñåì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà Ñ.

Åñëè æå âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà óìíîæèòü íà îäíî è
òî æå ÷èñëî, òî ìû ïîëó÷èì ôèãóðó, ïîäîáíóþ èñõîäíîé è ðàñïîëî-
æåííóþ «ïîäîáíûì îáðàçîì». Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå â ãåîìåòðèè íà-
çûâàåòñÿ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì Î è êîýôôèöèåíòîì a (ðèñ. 4).

Ââåäåííûå âûøå îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà áëàã
èìåþò ñìûñë ïðè ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà; ýòî ïîçâîëÿåò
íàì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå òåðìèíû (ïåðå-
íîñ, ãîìîòåòèÿ), ïîíèìàÿ èõ êàê ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.

Ðèñ. 2. Óìíîæåíèå ýëåìåí-
òà äâóìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà ÷èñëî (aaaaa > 0).

Ðèñ. 3. Ñäâèã íà ïëîñêî-
ñòè.

Ðèñ. 4. Ãîìîòåòèÿ íà
ïëîñêîñòè.



Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå580

Ôóíêöèè è ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå áëàã

Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî â âàøåé êîìíàòå åñòü êàìèí. Â ìîðîçíûé äåíü
ó êàìèíà áóäåò òåïëî, à ó îêíà � õîëîäíî. Â êàæäîé òî÷êå âàøåé
êîìíàòû áóäåò êàêàÿ-òî òåìïåðàòóðà. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðó
t ôóíêöèåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå âàøåé êîìíàòû: t = j (X). Íî ìîæåì
ââåñòè â êîìíàòå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è ðàññìàòðèâàòü òåìïåðàòóðó
êàê ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ�êîîðäèíàò òî÷êè: t = j (x

1
,x

2
,
 
x

3
). Ìåæäó

ýòèìè îïèñàíèÿìè ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ñîîòâåòñòâèå � òî÷êà è åå êîîð-
äèíàòû âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà.

Ïîäîáíî ýòîìó, âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò êîëè÷åñòâ ðàçëè÷íûõ áëàã,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ � êîëè÷åñòâ ýòèõ
áëàã x

1
,x

2
,...,x

n
, è êàê ôóíêöèþ íàáîðà, ò. å. òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå áëàã:

j (Õ) = j (x
1
,x

2
,...,x

n
).

Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäíî è òî æå
çíà÷åíèå j (X) = à, íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèè. Ïîâåð-
õíîñòü óðîâíÿ ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè, â îäíîé èç êî-
òîðûõ j (Õ) < à, à â äðóãîé j (Õ) > à. Åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ j (Õ)
îïèñûâàåò êîëè÷åñòâåííóþ ïîëåçíîñòü íàáîðîâ, òî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ
ñîäåðæèò òàêèå íàáîðû, ïîëåçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà îäíîé è òîé æå
âåëè÷èíå, ò. å. îíà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ áåçðàçëè÷èÿ (â êàðäèíàëè-
ñòñêîì ñìûñëå). Ïîçæå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé áåçðàçëè-
÷èÿ, îòêàçàâøèñü îò êîëè÷åñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåçíîñòè.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèíåéíûå ôóíêöèè â ïðîñòðàí-
ñòâå áëàã. Ëèíåéíîé áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ, èìåþùóþ âèä

l(X) = b
1
x

1 
+ b

2
x

2 
+...+b

n
x

n
.                  (5)

Ðàçëè÷íûì íàáîðàì êîýôôèöèåíòîâ b
1
,b

2
,...,b

n
 ñîîòâåòñòâóþò

ðàçíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè � ýòî

ïðÿìàÿ, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì

b
1
x

1 
+ b

2
x

2 
= à.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïëîñêîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ

b
1
x

1 
+ b

2
x

2 
+ b

3
x

3 
= à.

Â ïðîñòðàíñòâå n èçìåðåíèé ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèè òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïëîñêîñòüþ, õîòÿ îíà îòëè÷àåòñÿ îò
îáû÷íîé ïëîñêîñòè òåì, ÷òî èìååò íå äâà, à n � 1 èçìåðåíèé
(ïëîñêîñòü, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé íà åäèíèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàþò òàêæå ãèïåðïëîñêîñòüþ).
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Åñëè öåíû p
1
, ïî êîòîðûì ïðèîáðåòàþòñÿ áëàãà, íå çàâèñÿò îò

îáúåìîâ ïîêóïîê, òî ðàñõîäû íà ïðèîáðåòåíèå íàáîðà Õ � ëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ

s(X) = p
1
x

1
 + p

2
x

2 
+...+ p

n
x

n
.

Åñëè m � äåíåæíûé äîõîä ïîòðåáèòåëÿ, òî óðàâíåíèå s(X) = m
îïèñûâàåò åãî áþäæåòíóþ ïëîñêîñòü � àíàëîã áþäæåòíîé ëèíèè èç
ëåêöèè 14. Áþäæåòíàÿ ïëîñêîñòü îòñåêàåò îò êîîðäèíàòíûõ îñåé
îòðåçêè äëèíîé m/p

i
; åå ïîëîæåíèå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïî-

êàçàíî íà ðèñ. 5. Ïîêóïàòåëüñêèå âîçìîæíîñòè ïðè äîõîäå ò îïèñû-
âàþòñÿ íåðàâåíñòâîì s(X) £  m âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè x

1
³ 0, x

2
³  0,

...,x
n
³ 0, âûðàæàþùèìè íåîòðèöàòåëüíîñòü îáúåìîâ ïîêóïîê.

Èç îïðåäåëåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè

l(X + Y) = l(X) + l(Y);                    (6)

l(aÕ) = a l(X).                          (7)

Óáåäèòüñÿ â ýòîì âû ìîæåòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

×àñòî ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îïðåäåëÿþò êàê òàêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáûõ
òî÷åê Õ è Y è ëþáîãî ÷èñëà a îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (6) è (7). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (5), òàê ÷òî îáà îïðåäåëåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

Ïðÿìûå è êðèâûå

Äîïóñòèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ïîòðåáëåíèå íåêîòîðîãî ÷åëîâåêà
îïðåäåëÿëîñü òî÷êîé X(t) â ïðîñòðàíñòâå áëàã è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

Ðèñ. 5. Áþäæåòíàÿ ïëîñ-
êîñòü â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ðèñ. 6. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ áþäæåòíîé ïëîñêî-
ñòè ïðè èçìåíåíèè äîõîäà (à) è ïðè èçìåíåíèè
öåíû 1-ãî ïðîäóêòà (á).
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èçìåíÿëîñü. Òîãäà ïðè èçìåíåíèè âðåìåíè t îò t
0
 äî t

1
 òî÷êà X(t) áóäåò

ñìåùàòüñÿ èç ïîëîæåíèÿ Õ(t
0
) â ïîëîæåíèå X(t

1
), ïðî÷åðòèâ â ïðîñòðàí-

ñòâå íåêîòîðóþ êðèâóþ. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì ìîãóò
çàäàâàòüñÿ ðàçëè÷íûå êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå áëàã. Åñëè âñå êîîðäèíàòû
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîé è òîé æå âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé

x
i
 = x

i
(a),   i = l,2,...,n,

òî ìû ìîæåì ïîëîæåíèå òî÷êè òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê çíà÷åíèå
ôóíêöèè òîãî æå ïàðàìåòðà:

Õ(a) = (x
1
(a),x

2
(a),...,x

n
(a)).

È åñëè ïàðàìåòð a ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà, íàïðèìåð, èíòåðâàëà èëè âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (êàê ãîâîðÿò,
«ïðîáåãàåò» ýòî ìíîæåñòâî), òî ïåðåìåííàÿ òî÷êà Õ(a) «ïðî÷åð÷è-
âàåò» íåêîòîðóþ êðèâóþ, êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ.

Ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâûõ, è èõ ìîæíî çàäà-
âàòü òîëüêî ÷òî îïèñàííûì ñïîñîáîì.

Ïîíÿòèå ïðÿìîé â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåì â äâà ýòàïà.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Â è âîñïîëüçóåìñÿ ðàññìîòðåííîé
âûøå îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Ïîä ïðÿìîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò Î è òî÷êó Â, áóäåì ïîíèìàòü
ìíîæåñòâî òî÷åê

Õ(a) = aÂ,

ãäå a ïðîáåãàåò âñåâîçìîæíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Åñëè a ïðèíèìàåò
òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî òî÷êè Õ(a) îáðàçóþò ëó÷, èñõî-
äÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó Â. À åñëè a
ïðîáåãàåò èíòåðâàë [0, 1], òî � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé Î è Â.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðÿìóþ, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò, ìîæíî âçÿòü ïðÿìóþ âèäà aÂ è «ñäâèíóòü» åå. Îïåðà-
öèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, èëè ñäâèãà, íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ìû
òàêæå ðàññìîòðåëè ðàíüøå: åé ñîîòâåòñòâóåò ïðèáàâëåíèå êî âñåì
ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà
áëàã. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

Õ(a) = À + aÂ                        (8)

îáðàçóåò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå áëàã. Òàê êàê Õ(0) =À,
Õ(1) = À + Â, ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè À è À + Â. Åñëè
a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0, 1], òî òî÷êè âèäà (8) ðàñïî-
ëàãàþòñÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè À è À + Â.

Ëþáûå äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà áëàã ìîæíî ñîåäèíèòü ïðÿìîé.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè U è V. Ïîëîæèì â ðàâåíñòâå (8)
À = U, À + Â = V. Îòñþäà Â = V � U, è ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
äëÿ òî÷åê èñêîìîé ïðÿìîé:

Õ(a) = U + a(V � U),
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èëè

Õ(a) = (1 � a)U + aV.                     (9)

Ïðè 0 £ a £ 1 òî÷êè âèäà (9) ðàñïîëàãàþòñÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿ-
þùåì òî÷êè U è V.

Îòðåçêè â ïðîñòðàíñòâå áëàã ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. Ðàñ-
ñìîòðèì äâà íàáîðà U è V è îáðàçóåì èç íèõ «ñìåñü», èëè «ïðîìå-
æóòî÷íûé» íàáîð. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì äîëþ a íàáîðà V è äîïîë-
íèòåëüíóþ äîëþ (1 � a) íàáîðà U è ñîåäèíèì èõ âìåñòå. Ìû
ïîëó÷èì íàáîð, â êîòîðûé êàæäîå èç áëàã âõîäèò â êîëè÷åñòâå

( )w u vi i i= − +1 α α ,    i = 1,2,...,n.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì íàáîð W, ëåæàùèé íà îòðåçêå, ñîåäè-
íÿþùåì èñõîäíûå íàáîðû U è V. Ñìåøèâàÿ èñõîäíûå íàáîðû â
ðàçëè÷íûõ ïðîïîðöèÿõ, ìû ìîæåì ïðîéòè âåñü îòðåçîê UV.

Ïîíÿòèå îòðåçêà ïîçâîëÿåò ïðèäàòü ñòðîãèé ñìûñë ñëîâó «ìåæ-
äó». Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð W ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó íàáîðàìè U
è V, åñëè îí ðàñïîëàãàåòñÿ íà îòðåçêå UV, èëè, èíûìè ñëîâàìè, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî a íà èíòåðâàëå [0,1], òàêîå, ÷òî W = (1 � a)U + aV.

Óïðàæíåíèå. Ñîâåòóåì âàì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàáîðû Â, Ñ, D, Å èç òàáë. 1
ëåæàò ìåæäó íàáîðàìè À è F. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå òåîðåìó: åñëè òî÷êè À è Â ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé
ïëîñêîñòè, òî âñå òî÷êè ïðÿìîé ÀÂ ðàñïîëîæåíû â ýòîé ïëîñêîñòè.

Òàáëèöà 1

ðåìîÍ
àòêóäîðï

ûðîáàÍ
ãàØ

À B C D E F

1 0 04 05 06 07 08 01

2 04 53 03 52 02 51 5�

3 5 6 7 8 9 01 1

4 81 61 41 21 01 8 2�

Âûïóêëîñòü

Ñ ïîíÿòèåì îòðåçêà ñâÿçàíî äðóãîå ïîíÿòèå � âûïóêëîñòè. Â
Ìàòåìàòè÷åñêîì ïðèëîæåíèè III áûëî ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå âû-
ïóêëîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè. Òåïåðü ìû ìîæåì ðàñïðîñòðà-
íèòü åãî íà ïðîñòðàíñòâî ëþáîé ðàçìåðíîñòè:

ìíîæåñòâî òî÷åê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî îáëàäàåò
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ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè
ýòîãî ìíîæåñòâà, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå.
Ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â óïîìÿíó-

òîì ïðèëîæåíèè, èìåþò ìåñòî è äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ïðî-
ñòðàíñòâå áëàã ëþáîé ðàçìåðíîñòè, õîòÿ íåêîòîðûå ôîðìóëèðîâêè
ñëåäóåò ïåðåâåñòè ñ «ïëîñêîãî» íà «n-ìåðíûé» ÿçûê. Íàïðèìåð,
ïëîñêîñòü ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè ïðÿìîé, à ðàññìàòðèâàåìîå
çäåñü ïðîñòðàíñòâî � ãèïåðïëîñêîñòüþ. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà ìîãóò
áûòü ïåðåíåñåíû áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé.

Ïðåäïî÷òåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå áëàã

Â ëåêöèè 13 îáñóæäàåòñÿ ïîäõîä ê îïèñàíèþ ðàöèîíàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ, íå èñïîëüçóþùèé êîëè÷åñòâåííîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïîëåçíîñòè è áàçèðóþùèéñÿ ëèøü íà ñïîñîáíîñòè ïîòðå-
áèòåëÿ ñîïîñòàâèòü äâà ëþáûõ íàáîðà áëàã è ëèáî óñòàíîâèòü,
êàêîìó èç íèõ îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå, ëèáî ïðèçíàòü èõ ðàâíîöåííû-
ìè. Ìû áóäåì çäåñü èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñèìâîëû äëÿ îïèñà-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíîøåíèé:

À fff Â  îçíà÷àåò «À íå õóæå, ÷åì Â»;
À f Â     � «À ëó÷øå, ÷åì Â»;
À ~ Â     � «À ñòîëü æå ïðèâëåêàòåëüíî, êàê Â».

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâà «óëó÷øåíèå», «óõóä-
øåíèå» è ò. ä. â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ, êîòîðûì ðóêî-
âîäñòâóåòñÿ äàííûé ïîòðåáèòåëü. Â òàêîì æå çíà÷åíèè áóäåì
ãîâîðèòü î «âîçðàñòàíèè» è «óáûâàíèè ïîëåçíîñòè», íå âêëàäûâàÿ
â ýòè âûðàæåíèÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñìûñëà.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîòðåáèòåëüñêèõ
ïðåäïî÷òåíèé, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè
ïðîñòðàíñòâà áëàã.

1. Åñëè õ
i
 ³  y

i
 , i = 1, ...,n, òî Õ fff Y. Åñëè ê òîìó æå Õ ¹  Y, òî

Õ f  Y. Ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåò ìîíîòîííîñòü ïðåäïî÷òåíèÿ ïî
êàæäîé êîîðäèíàòå. Åãî íàçûâàþò íåíàñûùàåìîñòüþ ïîòðåáèòåëÿ.

2. Åñëè U p  Ñ p  V, òî íà îòðåçêå UV ñóùåñòâóåò òî÷êà W, òàêàÿ,
÷òî W ~ Ñ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè òî÷êè U è V ðàñïîëîæåíû â
ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ, íà êîòîðûå ïðîñòðàíñòâî äåëèòñÿ ìíîæåñòâîì
áåçðàçëè÷èÿ, òî îòðåçîê UV ïåðåñåêàåò ýòî ìíîæåñòâî. Ýòî ñâîéñòâî
õàðàêòåðèçóåò íåïðåðûâíîñòü ïðåäïî÷òåíèÿ.

Îòìå÷åííîå ñâîéñòâî íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ.
Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóþò òàêèå ïðåäïî÷òåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îíî íå èìååò ìåñòà.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òàê íàçûâàåìîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå (àëôàâèòíîå) óïî-
ðÿäî÷åíèå:

Õ f  Y, åñëè x
1
 > y

1

  èëè x
1
 = y

1
 è x

2
 > y

2
,

ã
ã
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èëè x
1
 = y

1
, x

2 
= y

2 
è x

3
 > y

3
,

....
èëè x

1
 = y

1
, x

2 
= y

2 
,...,x

n�1
 = y

n�1
 è x

n
 > y

n
.

Íà ðèñ. 7 âûäåëåíî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê Ñ: ýòî ïîëóïëîñêîñòü,
ðàñïîëîæåííàÿ ïðàâåå Ñ, è ëó÷ íàä Ñ. Êàæäîå ìíî-
æåñòâî áåçðàçëè÷èÿ ïðè ýòîì ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîé òî÷êè.

Íåïðåðûâíîñòü � ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå
ñâîéñòâî ïðåäïî÷òåíèÿ. Èç íåãî, â ÷àñòíî-
ñòè, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ïî-
ëåçíîñòè u(Õ), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîãëàñî-
âàíû ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè: u(Õ) > u(Y) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Õ f  Y.

Ïîñòàðàéòåñü äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå ñàìîñòî-
ÿòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðåâ ñëåäóþùèå ïî-
ëîæåíèÿ.

Ïóñòü Â � âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïî-
ëîæèòåëüíû, a R � ëó÷, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê âèäà aÂ, a ³  0.

1) äëÿ ëþáîãî Õ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè íà ëó÷å íàéäóòñÿ òî÷êè U,
V, òàêèå, ÷òî U p  Õ p  V;

2) íà ëó÷å R íàéäåòñÿ òî÷êà W, òàêàÿ, ÷òî W ~ X. Èíûìè ñëîâàìè, ëó÷ R
ïåðåñåêàåò âñå ìíîæåñòâà áåçðàçëè÷èÿ;

3) ïîñòðîèì ôóíêöèþ u(Õ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì òàêîå ÷èñëî a, ÷òî
Õ ~ a Â (â ñèëó ï. 2 äëÿ ëþáîãî Õ òàêîå ÷èñëî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ). Ïîëîæèì
u(Õ) = a;

4) åñëè a > b, òî a Â f  b Â, è îáðàòíî;
5) åñëè u(Õ) > u(Y), òî Õ f  Y, è îáðàòíî, ò. å. ïîñòðîåííàÿ â ï. 3 ôóíêöèÿ åñòü

ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè.

Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, òî èõ ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî: åñëè j (u) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ, òî u*(Õ) = j (u(Õ)) � òàêæå ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè.

Íåïðåðûâíîñòü � ñóùåñòâåííîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè. Åñëè áû ïðåäïî÷òåíèå íå áûëî íåïðåðûâíûì, òî ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè ìîãëà áû íå ñóùåñòâîâàòü. Äîêàçàíî, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî áåçðàçëè÷èÿ � ýòî ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ
u(Õ) = ñ, ãäå ñ � êîíñòàíòà. Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî áåçðàçëè÷èÿ �
ýòî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû
ñ ïîëíûì ïðàâîì ìîæåì ãîâîðèòü î ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ.

3. Îòêàç îò êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ ïîëåçíîñòè òðåáóåò çàìåíèòü
çàêîí óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè (ïîñêîëüêó îíà òàêæå íåèç-
ìåðèìà) òàêèì äîïóùåíèåì î ïðåäïî÷òåíèÿõ, êîòîðîå òàê æå ñîãëà-
ñîâûâàëîñü áû ñ íàáëþäàåìûìè ýôôåêòàìè ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ.

Ðèñ. 7. Ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêîå óïîðÿäî÷åíèå.

ã

ã
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Â ëåêöèè 13 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äâóõ ïðîäóêòîâ ýêâèâàëåíòîì
çàêîíà óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè ñëóæèò çàêîí óáûâàþùåé
íîðìû çàìåùåíèÿ. Ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ â íà-
ïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ x

1
 è óáûâàíèÿ x

2
 àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îòíî-

øåíèÿ ïðèðàùåíèé ∆ ∆x x2 1/  ñíèæàåòñÿ: ïðè áóëüøèõ çíà÷åíèÿõ x
1

è ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ x
2
 âñå ìåíüøèå ïî ìîäóëþ ïðèðàùåíèÿ ∆x2

êîìïåíñèðóþòñÿ îäíèì è òåì æå ïðèðàùåíèåì ∆x1 .
Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ è âûÿñíèì, êàê

áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïîëåçíîñòü, åñëè ìû áóäåì äâèãàòüñÿ íå ïî êðè-
âîé áåçðàçëè÷èÿ, à ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå
β = ∆ ∆x x2 1/ , áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì. Äëÿ íàñ áóäåò âàæåí
ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè, íà÷àâ äâèæåíèå ñ íåêîòîðîé òî÷êè, ìû,
ñäåëàâ ìàëåíüêèé øàã, íå ïîëó÷èì óëó÷øåíèÿ íàáîðà, òî ïðè
äàëüíåéøåì äâèæåíèè íàáîðû áóäóò ìîíîòîííî óõóäøàòüñÿ.

Äëÿ íàïðàâëåíèé, â êîòîðûõ x
1
 è x

2
 îáà âîçðàñòàþò èëè îáà

óáûâàþò, óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè
ïðåäïî÷òåíèé. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà îäíà èç êîîð-
äèíàò (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x

1
) âîçðàñòàåò, à äðóãàÿ � óáûâàåò.

Ïóñòü, îòïðàâëÿÿñü èç òî÷êè À, ïîñëå ïåðâîãî øàãà ìû ïîïàëè
â òî÷êó Â è ïðè ýòîì íå ïðîèçîøëî óëó÷øåíèÿ íàáîðà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè Â íîðìà çàìåùåíèÿ íå áîëüøå êîýôôèöè-
åíòà b: ïîòåðÿ ∆x x2 1= β∆  íå ïåðåêðûâàåòñÿ âîçðàñòàíèåì îáúåìà
ïåðâîãî áëàãà íà âåëè÷èíó ∆x1 . Ïðè ïåðåõîäå îò Â ê Ñ ñ ðîñòîì
x

1
 è ñíèæåíèåì x

2
 íîðìà çàìåùåíèÿ óìåíüøèòñÿ, ñòàíåò íàâåðíÿêà

ìåíüøå, ÷åì b, à ïîýòîìó Ñ p  Â.
Òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü, êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïîëåçíîñòü

íàáîðîâ íà îòðåçêå ïðÿìîé. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
à) ïðè äâèæåíèè âäîëü îòðåçêà íàáîðû ìîíîòîííî óëó÷øàþòñÿ

(â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè � ìîíîòîííî óõóäøàþòñÿ);
á) íàáîðû âíà÷àëå áóäóò óëó÷øàòüñÿ, à

ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ íåêîòîðîé òî÷êè � óõóä-
øàòüñÿ (è òî æå ñàìîå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè
äâèæåíèè â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè).

Ýòè ñëó÷àè ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 8.

Íàèëó÷øàÿ òî÷êà îòðåçêà ìîæåò áûòü
è âíóòðåííåé, è êîíå÷íîé, à íàèõóäøàÿ
ðàñïîëàãàåòñÿ îáÿçàòåëüíî íà êîíöå îòðåç-
êà. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî îáà êîíöà îêàæóòñÿ
«îäèíàêîâî ïëîõèìè».

Ïåðåéäåì òåïåðü ê n-ìåðíîìó ñëó÷àþ.
Âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ íàáîðà áëàã U è
V. Ïîòðåáèòåëü ìîæåò ðàññìàòðèâàòü íàáîðû
U, âçÿòûå â íåêîòîðîì êîëè÷åñòâå, êàê áëàãî

Ðèñ. 8. Èçìåíåíèå ïîëåç-
íîñòè íà îòðåçêå.
Ñòðåëêè ïîêàçûâàþò íàïðàâ-

ëåíèå âîçðàñòàíèÿ ïîëåçíîñòè.
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îäíîãî âèäà, à âçÿòûå â íåêîòîðîì êîëè÷åñòâå íàáîðû V � êàê áëàãî
âòîðîãî âèäà; íàçîâåì èõ «êîìïëåêòíîå áëàãî 1» è «êîìïëåêòíîå áëàãî
2». Òåïåðü îáñóæäàåìîå äîïóùåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïðè çàìåíå ëþáîãî êîìïëåêòíîãî áëàãà ëþáûì äðóãèì íîðìà
çàìåùåíèÿ óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà çàìåùàåìîãî áëàãà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω  íàáîðîâ, âêëþ÷àþùèõ òîëüêî êîìïëåêò-
íûå áëàãà 1 è 2 â ïðîèçâîëüíûõ êîëè÷åñòâàõ. Âñå òàêèå íàáîðû èìåþò
âèä Õ = β β1 2U V+ , ãäå β 1  è β2, � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, âûðàæàþùèå
êîëè÷åñòâà êîìïëåêòíûõ áëàã. Îòðåçîê UV ñîñòîèò èç òî÷åê âèäà (1 �
a)U + aV, ïðè÷åì a ³ 0 è 1 � a ³ 0, òàê ÷òî îòðåçîê UV öåëèêîì ñîäåð-
æèòñÿ â ìíîæåñòâå Ω . Íî ìíîæåñòâî Ω  � ýòî äâóõïðîäóêòîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñóùåñòâóþò òîëüêî êîìïëåêòíûå áëàãà 1 è 2. À ìû
óæå çíàåì, ÷òî â äâóõïðîäóêòîâîì ïðîñòðàíñòâå çàêîí óáûâàþùåé ïðå-
äåëüíîé ïîëåçíîñòè èìååò ñâîèì ñëåäñòâèåì òîò ôàêò, ÷òî íàèõóäøàÿ
òî÷êà ëþáîãî îòðåçêà ëåæèò íà åãî êîíöå.

Âîçüìåì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå áëàã êàêóþ-ëèáî ïîâåðõíîñòü áåç-
ðàçëè÷èÿ è òî÷êó Ñ íà íåé. Ïóñòü U fff  C è V fff  C, a òî÷êà Õ
ðàñïîëîæåíà íà îòðåçêå UV. Òîãäà îáÿçàòåëüíî èìååò ìåñòî îòíîøå-
íèå Õ fff  Ñ � âåäü íàèõóäøàÿ òî÷êà îòðåçêà UV � ýòî U èëè V.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè U è V ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó òî÷åê, íå
óñòóïàþùèõ òî÷êàì äàííîé ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ, òî è âåñü
îòðåçîê UV òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó. À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî çàêîí óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè â ïðîñòðàíñòâå áëàã
ëþáîé ðàçìåðíîñòè «âûãëÿäèò» òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðîñòðàíñòâå
äâóõ áëàã: ìíîæåñòâî íàáîðîâ, íå ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëüíûõ, ÷åì
ëåæàùèå íà äàííîé ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ, âûïóêëî.

V. Çàäà÷à Ëàãðàíæà

Áåçóñëîâíûé è óñëîâíûé ýêñòðåìóìû

Âàæíîå ìåñòî â ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå ýêîíîìèêè çàíèìàþò
îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è � çàäà÷è, â êîòîðûõ èùåòñÿ íàèëó÷øåå
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ðåøåíèå. Â ýêîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå òðå-
áóåòñÿ èñïîëüçîâàòü èìåþùèåñÿ ðåñóðñû íàèáîëåå âûãîäíûì îáðà-
çîì. Â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè îäíèì èç îòïðàâíûõ ïóíêòîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòóëàò î òîì, ÷òî êàæäûé ýêîíîìè÷åñêèé ñóáúåêò, èìåÿ
îïðåäåëåííóþ ñâîáîäó âûáîðà ñâîåãî ïîâåäåíèÿ, îòûñêèâàåò íàèëó÷-
øèé ñî ñâîåé òî÷êè çðåíèÿ âàðèàíò. È îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è
ñëóæàò ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ,
èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ýòîãî ïîâåäåíèÿ.

Ìíîãèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðåøåíèå, êîòîðîå äîëæåí ïðèíÿòü ñóáúåêò, îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ÷èñåë




